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Introducción

Este cuadernillo de ejercicios de probabilidad está dirigido a los alumnos y las
alumnas que cursan la asignatura Estadística y Probabilidad en la orientación
en ciencias físico­matemáticas, durante el sexto semestre de bachillerato, en la
Unidad Académica Preparatoria de la Universidad Autónoma de Zacatecas.

El contenido es básico e introductorio, su objetivo es presentar a los a­
lumnos a la probabilidad como la ciencia, rama de las matemáticas, que se
encarga del estudio de los experimentos aleatorios, y como la base de la in­
ferencia estadística.

La propuesta de trabajo con el uso del cuadernillo radica en que que los
ejercicios los realicen los alumnos durante la clase, una vez que el profesor
haya explicado los conceptos y demostrado los procedimientos involucrados
en cada problema planteado.

Este cuadernillo cuenta con cien versiones, con ejercicios iguales, pero
con resultados de fenómenos aleatorios diferentes (o mejor dicho similares),
con la inteción de desmotivar la simple copia de los resultados, y al mismo
tiempo, promover el trabajo en equipo y colaborarivo.

Adicionalmente, después de cada ejercicio, y como apoyo a la explica­
ción del profesor, se describe, de manera resumida y simplificada, el procedi­
miento para resolverlo; y en seguida, se ofrece un enlace a un video de
YouTube, donde se resuelve un ejercio similar.

Además de un instrumento de aprendizaje, el cuadernillo es también un
instrumento de evaluación, completarlo es uno de los requisitos para aprobar
la asignatura.

Finalmente, este cuadernillo y sus cien versiones, fue realizado única­
mente con software libre: los fenómenos aleatorios fueron simulados con el
programa para estadística R, el diseño fue hecho en Inkscape y la ma­
quetación en Scribus; también se usaron las herramientas Writer para la
edición de textos y Math para la edición de fórmulas, ambas de Libre Office;
todo funcionando en el sistema operativo Ubuntu 14.04 LTS (Trusty Tahr).



1.
Técnicas de conteo

1.1 Principio de inclusión y exclusión

1.1.1 Treinta y dos jóvenes ecologistas recolectan papel o botellas (o ambas)
para reciclar; de ellos, 30 recolectan papel y 14 recolectan botellas. Encuentre
el número de jóvenes que:

a) Recolectan papel y recolectan botellas:

b) Recolectan solo papel:

c) Recolectan solo botellas:

Dados dos conjuntos, A y B, finitos y no mutuamente excluyentes,
el número de elementos, o cardinalidad, que hay en A o en B, te­
niendo en consideración aquellos que pudieran estar en ambos
conjuntos a la vez, puede calcularse como:

Que se conoce como principio de inclusión y exclusión. Queda claro que:
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Es la cardinalidad del conjunto que contiene todos los elementos que están en
A pero no están en B, es decir, la diferencia entre A y B.

https://www.youtube.com/watch?v=IKWrxnLmrrg

1.2 Diagrama de árbol

1.2.1 Mario y Eduardo juegan al tenis con la siguiete regla: ganará aquel que
gane dos partidos seguidos o un total de tres. Elabore un diagrama de árbol
con todos los posibles resultados del encuentro y, con base en este realice lo
siguiente:

a) En un conjunto denominado U liste todos los posibles resultados del
encuentro:

b) En un conjunto denominado A liste todos los resultados en el que el
ganador es Mario:

c) Diga cuántos posibles resultados tienen U y A:

Un diagrama de árbol es una representación gráfica usada para
enumerar todos los posibles resultados de una secuencia de
procedimientos que pueden realizarse de un número finito de
maneras.
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www.youtube.com/watch?v=G0bYktrgQ30

1.3 Principio de la multiplicación

1.3.1 Una caja contiene 8 calcetines azules y 6 calcetines rojos, encuentre el
total de formas en el que dos calcetines pueden ser seleccionados de la caja si:

a) Los calcetines pueden ser de cualquier color:

b) Los calcetines tienen que ser del mismo color:

Si un procedimiento A puede realizarse de #A formas distintas, y
uno B de #B, el total de maneras en las que pueden realizarse
ambos procedimientos es el producto de las cardinalidades.

Que se conoce como principio de la multiplicación o principio básico del
conteo. Cabe recordar el principio de la suma:

Según el cual, la cardinalidad de la unión de dos conjuntos A y B, es igual a la
suma de las cardinalidades de dichos conjuntos.

1.4 Combinatoria

1.4.1 La contraseña de una computadora se compone de seis caracteres, que
pueden incluir las letras mayúsculas del alfabeto (A ... Z) y los dígitos (0 ...9).

a) ¿Cuántas contraseñas puede haber para acceder a la computadora?
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b) Si la contraseña debe contener al menos un dígito ¿cuántas contraseñas
diferentes puede haber?

Se llaman variaciones con repetición al conjunto de todos los
grupos de un número k de elementos elegidos de n elementos, tal
que el orden con el que se eligen los k elementos es importante, y
estos se pueden repetir en cada grupo.

www.youtube.com/watch?v=t7oHJD7h6gM

1.4.2 Seis amigas: Candy, Cathy, Sandy, Cindy, Mindy y Amy quieren tomar­
se una foto.

a) ¿De cuántas maneras pueden acomodarse para la foto?

b) Si Candy tiene que estar junto a Amy ¿de cuántas maneras pueden acomo­
darse para la foto?
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c) Si Candy tiene que estar cerca de Amy pero lejos de Mindy ¿de cuántas
maneras pueden acomodarse entonces?

Se llaman permutaciones a todos los grupos de n elementos que
pueden formarse eligiendo de un conjunto de n elementos, tal que
el orden es importante y los elementos no se pueden repetir.

www.youtube.com/watch?v=O47L0kavV8E

1.4.3 Se cuenta con 14 alumnos, 8 mujeres y 6 hombres, que desean colaborar
en una brigada de limpieza escolar que deberá formarse por cinco alumnos.

a) ¿Cuántas brigadas podrán formarse?

b) ¿Cuántas brigadas tendrán a tres mujeres?

c) ¿Cuántas brigadas tendrán a por lo menos cuatro hombres?
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Son combinaciones todos los grupos de k elementos elegidos de
un conjunto de n elementos, tal que al hacer la selección el orden
no importa y los elementos no se pueden repetir.

www.youtube.com/watch?v=CEz2pEMq5uM

1.4.4 En el Jardín del Edén hay los siguientes árboles frutales: el árbol de la
ciencia del bien y del mal, el de la vida, el de abiu, el de babaco, el de
chirimoya, el de durian, el de émblica, y el de feijoa. Un día Adán estaba
hambriento y pidió a Eva traerle una canasta con cinco frutas.

a) ¿De cuántas formas puede Eva llevar la canasta de frutas a Adán?

b) ¿En cuántas canastas no hay frutas del árbol de la ciencia del bien y del
mal?

c) ¿En cuántas canastas no hay frutos del árbol de la ciencia del bien y del mal
pero hay al menos una fruta del árbol de la vida?

A los grupos de k elementos que pueden formarse de n tipos de
elementos, sin que importe el orden y pudiéndose repetir los ele­
mentos se les conoce como combinaciones con repetición.
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www.youtube.com/watch?v=WqHZx64RW­Q

2.
Enfoques de la probabilidad

2.1 Enfoque clásico

2.1.1 En una clase hay 7 varones y cinco mujeres; el grupo selecciona dos al
azar como representantes, ¿cuál es la probabilidad de que sean elegidos un
hombre y una mujer?

2.1.2 Un dado es lanzado seis veces, ¿cuál es la probabilidad de que los
números obtenidos en los lanzamientos sean diferentes?

www.youtube.com/watch?v=yqq91dq8MD4

2.1.3 Un amigo y usted esperan verse para almorzar, ambos llegan a su res­
taurante favorito a una hora cualquiera entre las 12:00 y las 13:00 horas,
almuerzan en 15 minutos y regresan cada uno a su casa, ¿cuál es la
probabilidad de que su amigo y usted se encuentren en el restaurante?
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Dado un evento A de un experimento aleatorio cuyo espacio
muestral es Ω, la probabilidad de A, de acuerdo con el enfoque
clásico se calcula como:

Esto es, el número de resultados favorables al evento A entre el total de
resultados posibles; y que se conoce como fórmula de Laplace.

2.2 Enfoque frecuentista

2.2.1 Un jugador ha anotado, como se muestra en la siguiente tabla, los días
que gana o pierde en un determinado juego de casino, según si lleva o no
consigo su pata de conejo de la buena suerte.

Elegido un día al azar, determine:

a) La probabilidad de que lleve al casino su pata de conejo de la suerte:

b) La probabilidad de ganar en el juego:

c) La probabilidad de perder en el juego:

Gana Pierde

Lleva la pata 14 266

No lleva la pata 5 95
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d) La probabilidad de ganar y de llevar la pata de conejo:

e) La probabilidad de ganar o llevar la pata de conejo:

f) La probabilidad de ganar dado que lleva al casino la pata de conejo:

g) Diga si los eventos ganar y llevar la pata de conejo son independientes y
explique por qué:

2.2.2 La tabla siguiente muestra el coeficiente intelectual (IQ) clasificado
según el nivel de creatividad de un grupo de individuos que participaron en un
estudio psicológico.
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Elegido un individuo al azar, calcule:

a) La probabilidad de que tenga un nivel alto de creatividad:

b) La probabilidad de que tenga un nivel alto de IQ:

c) La probabilidad de que tenga un nivel bajo de IQ:

d) La probabilidad de tener un nivel alto de IQ y un nivel alto de creatividad:

e) La probabilidad de tener un nivel alto de IQ o un nivel alto de creatividad:

Alta creatividad Baja creatividad

Alto IQ 33 8

Bajo IQ 90 69
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f) La probabilidad de tener un nivel alto de creatividad dado que se tiene un
nivel alto de IQ:

g) Diga si los eventos nivel alto de IQ y nivel alto de creatividad son inde­
pendientes y explique por qué:

De acuerdo con la noción frecuentista, la probabilidad de ocu­
rrencia de un evento A será aproximadamente igual al número de
veces que se observa dicho evento en n repeticiones del expe­
rimento aleatorio.

De acuerdo con uno de los axiomas de la probabilidad planteados por Kolmo­
gorov, la probabilidad del espacio muestral o evento seguro es igual con uno:

Entonces, la probabilidad del complemento del evento A, o de que A no su­
ceda, puede calcularse como:
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Fórmula que se conoce como regla del complemento, y que es una de las
propiedades de la probabilidad.

Según la regla de la suma, la probabilidad de que ocurra A u ocurra B cuando
A y B no son mutuamente excluyentes es igual con:

En dicha regla se encuentra implícito el principio de inclusión y exclusión.

Cabe recordar el axioma que dice, que si dos eventos A y B son mutuamente
excluyentes, la probabilidad de que ocurra A o de que ocurra B será igual a la
suma de las probabilidades de ambos eventos:

Donde se encuentra implícito el principio de la suma.

La probabilidad condicional del evento A cuando ya ocurrió B, puede calcu­
larse como:

Donde es claro que la probabilidad de ocurrencia de B debe ser mayor que
cero.

Se dice que dos evento A y B son independientes cuando se cumple la si­
guiente igualdad:

Es decir, cuando la ocurrencia de B no modifica la probabilidad de ocurrencia
del evento A.

www.youtube.com/watch?v=2y6zs8o­YWg
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3.
Teorema de Bayes

3.1 Probabilidad total y teorema de Bayes

3.1.1 Se sabe que el 7% de los ciclistas profesionales usan esteroides. Se
aplica un examen que da positivo el 95% de los casos en el que los ciclistas
usan esteroides, y en 11% en los casos en que los ciclistas no usan esteroides.
Calcule:

a) La probabilidad de que la prueba sea negativa dado que el ciclista usa este­
roides:

b) La probabilidad de que el ciclista use esteroides y la prueba de positivo:

c) La probabilidad de que la prueba de positivo:

d) Si un ciclista da negativo en la prueba, la probabilidad de que use este­
roides:
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e) Si un ciclista da positivo en la prueba, la probabilidad de que no use
esteroides.

De la fórmula de la probabilidad condicional puede deducirse la
probabilidad conjunta de dos eventos A y B como:

Que se conoce como regla del producto. Es claro que si dos eventos A y B son
independientes se cumple:

Que es llamada regla del producto para eventos independientes.

El evento A y el complemento de A son una partición del espacio muestral,
entonces, para cualquier evento B, el teorema de la probabilidad total dice:

Y el teorema de Bayes establece que:

Donde el denominador no es otra cosa que la fórmula de la probabilidad total.

www.youtube.com/watch?v=cK­aPU­vRM8

4.
Variable aleatoria

4.1 Variable aleatoria discreta

4.1.1 De acuerdo con los datos del último censo de población y vivienda, la
función de probabilidad del número de hijos en cada hogar de determinado
nivel de ingresos, es como se muestra en la siguiente tabla.
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Calcule:

a) La probabilidad de que un hogar seleccionado al azar tenga dos hijos o
menos:

b) La probabilidad de que un hogar tenga más de dos hijos:

c) El valor esperado de la variable aleatoria:

d) La varianza y la desviación estándar:

Dada una función de probabilidad de variable aleatoria discreta, su
función de distribución, esto es, la probabilidad de que la variable
tome un valor determinado o menor, se calcula como:

x 0 1 2 3 4

f(x) 0.18 0.30 0.40 0.10 0.02
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Para obtener el valor esperado se multiplica cada evento por su probabilidad y
se suman dichos productos.

La varianza se calcula como:

Y la desviación estándar es la raíz cuadrada de la varianza.

www.youtube.com/watch?v=jwB2SmYkD7o

4.2 Variable aleatoria continua

4.2.1 Considere una variable aleatoria continua con la siguiente función
de densidad de probabilidad:

Calcule:

a) La probabilidad de que la variable esté entre 1/4 y 1/2:

b) La esperanza:
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c) La varianza:

Si X es una variable aleatoria continua para todo a<b se cumple:

La esperanza o media de una variable aleatoria continua con función de
densidad de probabilidad f es:

Y la varianza:

www.youtube.com/watch?v=2oFF6CPsbZ8

5.
Distribuciones de probabilidad

5.1 La distribución binomial

5.1.1 La quimioterapia ofrece una tasa de supervivencia en cinco años de 94%
para cierto tipo de cáncer. Para un grupo de 8 pacientes con cáncer que fueron
tratados con quimioterapia calcule:

a) La probabilidad de que cinco pacientes sobrevivan los siguientes cinco
años:
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b) La probabilidad de que al menos cinco pacientes sobrevivan los siguientes
cinco años:

c) La probabilidad de que más de cinco pacientes sobrevivan los siguientes
cinco años:

d) El valor esperado de pacientes que se espera sobrevivirá los siguientes
cinco años:

e) La varianza y la desviación estándar:

Se dice que una variable aleatoria sigue una distribución binomial
si consta de n repeticiones independientes de un ensayo cuya
probabilidad de éxito es p.

Su función de probabilidad está dada por:
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Donde q=1­p es la probabilidad de fracaso. El valor esperado, la varianza y la
desviación estándar pueden calcularse como:

www.youtube.com/watch?v=VbIyBmaoC­s&t=36s

5.2 La distribución normal

5.2.1 La velocidad con la que los automóviles de una ciudad pasan por un
punto de verificación está normalmente distribuida con media de 61.9 y
desviación estándar de 3.3 millas por hora.

Calcule:

a) La probabilidad de que el siguiente automóvil pase por el punto de veri­
ficación a una velocidad menor de 66.85 millas por hora.

b) La probabilidad de que el siguiente automóvil pase por el punto de veri­
ficación a una velocidad mayor de 66.85 millas por hora.

c) La probabilidad de que el siguiente automóvil pase por el punto de veri­
ficación a una velocidad mayor de 56.62 millas por hora.
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d) La probabilidad de que el siguiente automóvil pase por el punto de veri­
ficación a una velocidad menor de 56.62 millas por hora.

e) La probabilidad de que pase por el punto de verificación a una velocidad de
entre 65.53 y 68.83 millas por hora.

f) La probabilidad de que pase por el punto de verificación a una velocidad de
entre 52.33 y 55.63 millas por hora.

g) La probabilidad de que pase por el punto de verificación a una velocidad de
entre 55.30 y 68.50 millas por hora.

h) La probabilidad de que pase por el punto de verificación a una velocidad de
menor de 55.30 o mayor a 68.50 millas por hora.
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La distribución continua más importante y utilizada es la normal,
cuya función de densidad de probabilidad está dada por la fórmula
siguiente:

La distribución normal estándar es una distribución normal con media 0 y
desviación estándar 1. La letra Z es usada para representar una variable
aleatoria normal estándar. En el apéndice 1 se encuentra la tabla de la dis­
tribución normal estándar, que contiene las áreas bajo la curva acumuladas
hasta determinados valores positivos de Z.

Para calcular la probabilidad de ocurrencia de algún fenómeno aleatorio que
sigue una distribución normal conviene, en primer lugar, identificar el área
bajo la curva normal a la que corresponde tal probabilidad.

En segundo término, estandarizar la variable aleatoria:

En tercer lugar, buscar el valor de Z en la tabla de la distribución normal
estándar y, finalmente, hacer las sumas o restas convenientes, de acuerdo con
la guía que se encuentra en el apéndice 2.

www.youtube.com/watch?v=P6Q4brGpTXI

—oOo—
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Apéndice 1.
Tabla de la distribución normal estándar
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Apéndice 2.
Guía de uso de la normal estándar


